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Re´sume´
Le but de cet article est d’e´tudier comment la naissance et la croissance d’une e´conomie est
susceptible d’affecter le fonctionnement de son environnement mode´lise´ sous la forme d’un cycle
naturel. Afin de mettre en e´vidence les facteurs qui stabilisent le syste`me forme´ par le cycle
naturel et l’e´conomie et ceux qui au contraire sont susceptibles de le de´stabiliser et de le conduire
a` l’effondrement, diffe´rents cas de figure sont envisage´s selon la nature (i) des couˆts marginaux
d’extraction d’une ressource renouvelable faisant partie du cycle et (ii) des impacts de la pollution
sur l’environnement.
Le mode`le est susceptible de comportements varie´s, pouvant conduire a` des e´quilibres de long
terme tre`s diffe´rents. Partant de l’e´quilibre du cycle naturel sans e´conomie, la naissance et la
croissance d’une e´conomie au sein du cycle naturel peut conduire selon la valeur des parame`tres
a` (i) un nouvel e´quilibre de long terme qualitativement similaire a` celui d’origine, (ii) un nouvel
e´quilibre de long terme qualitativement de´grade´ (sur le plan environnemental) par rapport a` celui
d’origine, ou (iii) l’effondrement irre´versible du syste`me cycle naturel - e´conomie. Dans le cas
(ii), la convergence vers un e´quilibre de long terme de´grade´ peut se faire apre`s un effondrement
transitoire et partiellement re´versible, contrairement a` ce qui se passe dans le cas (iii).
Abstract
The aim of this article is to study how the birth and growth of an economy could affect its
environment modeled as a natural cycle. In order to underline the factors that stabilises the system
formed by the natural cycle and the economy and those that are likely to destabilise and lead it
to collapse, we study different cases depending on the form of (i) the marginal extraction costs of
a renewable resource included in the cycle and (ii) the impact of pollution on the environment.
Depending of the value of the structural parameters of the system, we show that it can behave in
different ways and be characterized by different long term equilibria: starting from the equilibrium
of the natural cycle without economy, the birth and growth of the economy in the framework of the
natural cycle can lead to (i) a new long term equilibrium qualitatively similar to the starting point,
(ii) a new long term equilibrium with a damaged environment, or (iii) the irreversible collapse of
the system formed by the natural cycle and the economy. In case (ii), the convergence to a damaged
long term equilibrium can follow a transitory but partly reversible collapse, contrary to what occurs
in case (iii).
JEL classification : E1, O41, Q0, Q56, Q57.
Mots cle´s : limits to growth, matter conservation, natural cycle, collapse
∗EQUIPPE, Universite´ de Lille-3 et IRES, Universite´ de Louvain. L’auteur remercie vivement Jean-Franc¸ois
Fagnart et Nicolas Schtickzelle pour leurs utiles commentaires et suggestions.
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1 Introduction
Cet article s’interroge sur les comportements possibles d’une e´conomie en croissance dans le cadre
d’un monde naturel ”fini”, et en particulier sur ce qui peut arriver quand cette e´conomie s’approche
ou de´passe les limites bio-physiques de son environnement. Plus pre´cise´ment, le but de l’analyse
est de s’interroger sur les conditions susceptibles de conduire la croissance e´conomique vers un
e´quilibre de long terme du syste`me forme´ par l’e´conomie et son environnement, ou au contraire
vers un effondrement du syste`me. L’analyse porte a` la fois sur la dynamique de long terme
mais aussi sur la dynamique transitoire. En effet, la question d’un e´quilibre harmonieux entre
une e´conomie et son environnement naturel se pose aussi en terme de transition. Par exemple,
la trajectoire d’une socie´te´ trouvant un e´quilibre harmonieux avec son environnement apre`s un
effondrement brutal de la moitie´ de sa population n’est pas acceptable.
Parmi les diffe´rents travaux re´cents qui se sont inte´resse´s a` cette proble`matique pour les socie´te´s
contemporaines, on peut citer l’ouvrage bien connu de Meadows et al. (2004), celui de Diamond
(2006) et l’article de Taylor (2009)1.
En s’inspirant de ces auteurs, on peut de´finir l’effondrement du syste`me e´conomie - environ-
nement comme une de´gradation brutale, non (ou mal) anticipe´e et irre´versible du syste`me con-
duisant a` une perte de bien-eˆtre de grande ampleur. L’effondrement peut eˆtre transitoire, dans la
mesure ou il est suivi d’une certaine re´mission, ou de´finitif, se traduisant alors par la disparition
de la socie´te´ ou de l’e´conomie concerne´e.
Taylor (2009) propose une explication de l’effondrement reposant sur la combinaison de trois
facteurs : (i) une capacite´ de re´gulation limite´e de la part de l’Etat, (ii) des boucles de re´troaction
positives qui, loin de stabiliser le syste`me suite a` une perturbation, amplifient celle-ci, et (iii) la
pre´sence de seuils qui, une fois franchis, implique un changement radical de comportement du
syste`me dans un sens non de´sirable et irre´versible.
Ces facteurs sont e´galement pre´sents chez Meadows et al. (2004). Ces auteurs distinguent
d’abord entre de´passement et effondrement. Par de´passement, il faut entendre celui des limites de
l’environnement, d’une fac¸on non voulue. Les causes d’un de´passement sont (i) la croissance (de
l’e´conomie et/ou de la population), (ii) l’existence de limites, qu’il est pre´fe´rable que le syste`me
ne franchisse pas, et (iii) au niveau re´gulation, des erreurs dans la perception de ces limites et des
de´lais dans les corrections apporte´es. Le de´passement des limites est une condition ne´cessaire mais
non suffisante d’un effondrement. Celui-ci suppose en outre la pre´sence de boucles de re´troaction
positives. Celles-ci sont normalement dormantes, mais si certains seuils sont franchis, elles se
mettent en action et engendrent des cercles vicieux susceptibles de conduire le syste`me vers une
issue catastrophique.
L’effondrement d’une e´conomie ou d’une socie´te´ humaine est ne´cessairement une issue non
de´sire´e. En conse´quence, pour pouvoir ge´ne´rer une telle issue, Meadows et al. (2004) et les
contributions de la litte´rature e´conomique en rapport avec le meˆme the`me postulent toutes une
e´conomie de´centralise´e, caracte´rise´e par l’absence de re´gulation ou par une re´gulation limite´e.
Ainsi par exemple, Taylor (2009) suppose que la re´gulation par l’Etat des industries exploitant
la ressource naturelle est imparfaite. Dans une analyse de l’Ile de Paˆques, de la Croix et Dottori
(2008) conside`rent deux tribus engage´es dans un processus de ne´gociation non-coope´rative pour le
partage des re´coltes pouvant de´boucher sur une guerre.
Pour la meˆme raison, la pre´sente contribution partage avec la litte´rature susmentionne´e le pos-
tulat d’une organisation de´centralise´e de l’e´conomie. On suppose e´galement l’absence de re´gulation
publique (comme Erickson et Gowdy, 2000).
En revanche, le moteur de la croissance est diffe´rent selon les contributions. Chez Taylor
(2009) et dans la plupart des articles consacre´s a` l’Ile de Paˆques, la source de la croissance est
la population, que celle-ci soit de´crite par une e´quation dynamique malthusienne (sans fondement
1Il existe e´galement de nombreuses e´tudes consacre´es a` l’effondrement de civilisations passe´es. Pour l’Ile de
Paˆques, outre Diamond de´ja` cite´, on peut mentionner Brander et Taylor (1998), Erickson et Gowdy (2000) et
de la Croix et Dottori (2009). Diamond e´tudie d’autres socie´te´s, dont les Mayas et les Vikings du Groenland.
Citons e´galement le livre de Bois (2000) consacre´ au Moyen Age europe´en. Le lecteur inte´resse´ trouvera dans les
bibliographies de ces contributions de nombreuses autres re´fe´rences. Voir aussi la re´cente revue de la litte´rature de
Nagase et Uehara (2011) consacre´e a` Brander et Taylor (1998) et a` tous les articles qui s’en sont inspire´s.
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microe´conomique) ou re´sulte d’un comportement strate´gique des agents en terme de natalite´ (de la
Croix et Dottori, 2008)2. Chez Meadows et al. (2004), la population et l’accumulation du capital
constituent les deux moteurs de la croissance, le roˆle de la population pouvant cependant eˆtre
atte´nue´ par la transition de´mographique qui tend a` la stabiliser a` partir d’un certain niveau de
de´veloppement.
Dans le cadre de socie´te´s ou` l’accumulation du capital et le progre`s technique demeurent a` des
niveaux relativement modestes, on comprend que la croissance de´mographique soit mise en avant
comme cause principale d’un effondrement. Pour les socie´te´s de´veloppe´es contemporaines, ou` la
transition de´mographique a stabilise´ la population et ou` l’empreinte e´cologique par teˆte est sans
commune mesure avec celle des socie´te´s pre´-industrielles, il paraˆıt plus sense´ de mettre l’accent sur
la croissance e´conomique. C’est ce qui sera fait dans la pre´sente e´tude qui, en ce sens, se rapproche
de Meadows et al. (2004)3.
Afin d’e´tudier les possibles conse´quences d’une e´conomie en croissance au sein d’un monde
”fini”, l’ide´e a` la base de pre´sent article est de mode´liser une e´conomie au sein d’un environnement
sous la forme d’un cycle naturel (par exemple celui du carbone). L’e´conomie se greffe donc dans
un cadre e´cologique plus large. Le postulat (re´aliste) est que l’e´conomie ne pourrait exister par
elle-meˆme, alors que le cycle naturel a sa dynamique propre et peut fonctionner de fac¸on autonome
(c-a`-d sans e´conomie).
Le cycle naturel est constitue´ de deux stocks de matie`re, l’une sous forme ”noble”, suffisamment
concentre´e pour eˆtre exploitable e´conomiquement, et l’autre sous forme de´grade´e, non exploitable
e´conomiquement. La matie`re circule constamment entre les deux stocks. D’une part, la ressource
”noble” se de´grade naturellement. D’autre part, graˆce a` l’e´nergie du soleil, l’environnement naturel
recycle la matie`re de´grade´e et la tranforme en matie`re ”noble”. L’e´conomie vient se greffer sur le
cycle naturel, et pour son fonctionnement, exploite la ressource ”noble” et la transforme en de´chets
qui retournent au stock de matie`re de´grade´e. A partir d’un certain niveau, la pollution humaine due
a` la production de de´chets est susceptible d’affecter ne´gativement la capacite´ de l’environnement a`
assurer le recyclage naturel. Deux cas de figure sont envisage´s : une pollution-flux due a` l’activite´
courante, et une pollution-stock due a` l’accumulation de de´chets ge´ne´re´e par l’activite´ passe´e.
Le syste`me global forme´ par le cycle naturel et l’e´conomie est ouvert en terme d’e´nergie et
ferme´ en terme de matie`re. La matie`re est donc conserve´e au sein du syste`me. Le principe de
conservation de la matie`re est le plus souvent ignore´ par la litte´rature relative a` la croissance et
a` l’environnement4. Or, comme l’ont montre´ Krysiak (2006) et Fagnart et Germain (2011), ce
principe a pour conse´quence que la croissance en terme mate´riel ne peut eˆtre que transitoire5, la
croissance e´conomique a` long terme ne pouvant alors re´sulter que de l’augmentation perpe´tuelle de
la qualite´ des biens. La pollution e´tant surtout lie´e a` la composante mate´rielle de la croissance, il
en de´coule que la croissance de la pollution est elle-meˆme transitoire. Le principe de conservation
de la matie`re se traduit donc par un effet stabilisateur en terme de pollution, un peu a` l’image de
la transition de´mographique pour la population. Dans le pre´sent article, cet effet stabilisateur est
de´multiplie´ par la pre´sence de couˆts marginaux d’extraction de la ressource ”noble” croissants. Il
en re´sulte une boucle de re´troaction ne´gative susceptible de re´duire l’e´ventualite´ d’un effondrement
et dont il convient de tenir compte.
Afin de mettre en e´vidence les facteurs qui stabilisent le syste`me cycle naturel - e´conomie et
2Dans ces contributions, il n’y a pas d’e´pargne pouvant se traduire par une accumulation du capital. Deux excep-
tions sont cependant Erickson et Gowdy (2000) et Anderies (2003), ou` une e´quation pour le capital apparaˆıt a` coˆte´ de
celles gouvernant la population et la ressource. Cependant, l’objet de ces contributions concerne spe´cifiquement des
e´conomies du type ”Ile de Paˆques”’ (Erickson et Gowdy) ou principalement des e´conomies en voie de de´veloppement
(Anderies), par opposition au pre´sent article qui s’inte´resse plutoˆt aux e´conomies de´veloppe´es contemporaines.
3Le rapprochement s’arreˆte cependant la`. Le mode`le World3 de Meadows et al. (2004) est, comme son nom
l’indique, un mode`le du monde qui comprend plusieurs centaines d’e´quations (souvent non-line´aires). Il est donc
bien plus e´labore´ que les mode`les stylise´s habituellement de´veloppe´s en e´conomie, mais aussi, pour la meˆme raison,
beaucoup moins transparent. D’autre part, reposant sur la the´orie des syste`mes, les conventions qui fondent la
mode´lisation sont diffe´rentes de celles des e´conomistes. Ainsi, les comportements des agents ne sont pas mode´lise´s
et les me´canismes de marche´ sont implicites.
4Quelques exceptions sont Akao et Managi (2007), Fagnart et Germain (2011), Germain (1991), Krysiak et
Krysiak (2003) et Krysiak (2006).
5La croissance quantitative (exprime´e en unite´s du bien) est alors e´galement transitoire si une de´mate´rialisation
totale du bien (y compris au niveau de son contenu de matie`re indirect) est impossible.
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ceux qui au contraire sont susceptibles de le de´stabiliser et de le conduire a` un effondrement, on
envisage diffe´rentes hypothe`ses relatives a` la capacite´ de l’environnement a` assurer le recyclage
naturel. Ces hypothe`ses fondent autant de variantes du mode`le, qui sont de´veloppe´es en allant
du plus simple au plus complexe. Par ailleurs, comme il paraˆıt intuitif qu’un progre`s technique
de´mate´rialisant la production est be´ne´fique pour l’environnement, on e´tudie son impact sur la
trajectoire du syste`me cycle naturel - e´conomie dans le cadre d’une variante supple´mentaire.
La structure du papier est la suivante. La section 2 pre´sente les e´quations du syste`me cycle
naturel - e´conomie6. Dans la section 3 sont e´tudie´es les diffe´rentes variantes du mode`le. Pour
chaque variante, on calcule les e´quilibres stationnaires possibles du syste`me et au moyen de simu-
lations nume´riques, on e´tudie sa phase transitoire et son comportement a` long terme. La conclusion
revient sur les principaux re´sultats et propose l’une ou l’autre piste de de´veloppement possible.
2 Le mode`le ge´ne´ral
2.1 Le syste`me cycle naturel - e´conomie
L’ensemble du syste`me cycle naturel - e´conomie est de´crit par la Figure 1. Le cycle naturel est
de´crit par la partie supe´rieure de la figure (au-dessus de la ligne). Il est ferme´ en terme de matie`re
et ouvert en terme d’e´nergie (a` l’exemple de la biosphe`re). Au sein du cycle naturel, la matie`re se
trouve sous deux formes :
- sous la forme d’une ressource ”noble” (RN), suffisamment concentre´e pour eˆtre e´conomiquement
exploitable;
- sous la forme d’une ressource ”de´grade´e” (RD), non exploitable e´conomiquement7.
Dans le cadre du mode`le ferme´ et tre`s sche´matise´ pre´sente´ ici, les stocks de RN R et et de RD
D doivent eˆtre compris dans un sens large. Ainsi, R comprend notamment les e´nergies fossiles, les
minerais hautement concentre´s, la matie`re organique,... tandis que D comprend notamment les
matie`res sous formes disperse´es, les de´chets, le CO2,...
La matie`re circule constamment entre les deux stocks R et D. Graˆce a` l’e´nergie du soleil,
l’activite´ de l’environnement se traduit par un recyclage naturel allant de D a` R. La capacite´ de
l’environnement a` assurer le recyclage naturel (CERN) est mesure´e par F. En l’absence d’interven-
tion humaine ou si les impacts de celles-ci ne sont pas trop grands (cfr. infra), cette capacite´ s’ajuste
a` un niveau naturel FM , exoge`ne et constant. La quantite´ de matie`re recycle´e allant de D a` R (V )
est une fonction croissante de F : V = f(F ). Par souci de simplicite´, on supposera que V = F.
D’un autre coˆte´, la ressource ”noble” se de´grade selon des me´canismes naturels a` un taux constant
δR (0 < δR < 1).
L’e´conomie est de´crite par la partie infe´rieure de la Figure 1 (en dessous de la ligne). Elle
fonctionne en autarcie et comprend des me´nages - consommateurs et des entreprises. Pour fonc-
tionner, l’e´conomie extrait une certaine quantite´ X du stock de RN qu’elle transforme en biens
mate´riels. Ceux-ci sont destine´s a` la consommation des me´nages (C) ou a` devenir du capital (K).
Une fois use´s, les biens deviennent des de´chets qui contribuent positivement au stock de RD. Dans
ce sche´ma, l’e´conomie peut donc eˆtre conside´re´e comme un deuxie`me processus de de´gradation de
la RN en RD, a` coˆte´ du processus de de´gradation naturelle.
6L’e´conomie est de´crite sur le plan macroe´conomique. Afin de re´duire la pre´sentation du mode`le, les comporte-
ments microe´conomiques des agents (consommateurs et producteurs) sont renvoye´s en annexe.
7Le cycle de´crit par la partie supe´rieure de la Figure 1 consiste en une simplification d’un mode`le de photosynthe`se-
respiration-recyclage aquatique propose´ par Odum (2005, p.16). Ce mode`le apparait e´galement sous forme graphique
dans Pillet et Odum (1987, p. 37 et sv.). Les simplifications ont consiste´ a` (i) fermer le mode`le (pas d’e´change de
matie`re avec l’exte´rieur) et (ii) se limiter au cycle du carbone et ignorer l’oxyge`ne. Dans ce mode`le photosynthe`se-
respiration-recyclage, le roˆle de la ressource ”noble” est joue´ par le stock de carbone organique, celui de la ressource
de´grade´e par le stock de CO2.
Dans nombre de repre´sentations en e´conomie de l’environnement, seul un des 2 stocks est repre´sente´ (R dans le
cas d’un mode`le de ressource, D dans le cas d’un mode`le de pollution).
Un sche´ma plus e´labore´ ferait apparaˆıtre la circulation de l’e´nergie au sein du cycle, et sa dissipation au niveau
de chacun des transformateurs (CERN, de´gradation naturelle et e´conomie). Le sche´ma illustre´ par la Figure 1 est
cependant suffisant pour le propos du pre´sent article.
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Enfin, la Figure 1 fait apparaˆıtre le fait que l’e´conomie est susceptible d’interagir avec l’environ-
nement en affectant ne´gativement sa capacite´ a` assurer le recyclage naturel F. A la section 3, on
envisage deux cas de figure, selon que cette interaction se fait a` travers une pollution-flux ou une
pollution-stock.
2.2 Les e´quations du mode`le
On pre´sente ci-dessous les e´quations du syste`me cycle naturel - e´conomie de´crit par la Figure 1.
La composante ”e´conomie” du syste`me est de´crite sur le plan macroe´conomique. En Annexe 5.1,
on montre comment les e´quations macroe´conomiques du syste`me peuvent eˆtre fonde´es sur le com-
portement explicite des agents microe´conomiques.
Les firmes fabriquent un meˆme bien a` usage final destine´ soit a` la consommation, soit a`
l’investissement. Pour produire la quantite´ Yt du bien a` la pe´riode t, les firmes ont besoin de
la quantite´ Xt de RN :
Xt = µtYt (1)
Yt se mesure en unite´s de bien (ub); Xt se mesure en unite´ de matie`re (um), en tonnes par
exemple. La variable exoge`ne µt mesure le contenu en matie`re de la production (en um/ub). Elle
de´croit en fonction du progre`s technique (exoge`ne) qui rend le processus de production moins
consommateur de ressource. On suppose que ce progre`s technique est borne´, au sens ou` un e´tat de
de´mate´rialisation comple`te de la production (c-a`-d qui permettrait de produire une unite´ du bien
avec une quantite´ infinite´simale de ressource) est inatteignable. µ est donc borne´ infe´rieurement
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par une quantite´ strictement positive8 :
µt ≥ µ > 0 (2)
La ressource ”noble” est en acce`s libre. Son extraction et sa transformation en biens exige
cependant du capital physique. Pour extraire et transformer la quantite´ totale de ressource ”noble”
Xt, les firmes doivent disposer d’une quantite´ de capital Kt donne´e par :
Kt =
aXt
1− XtRt
(3)
ou` Rt est le stock de ressource ”noble” disponible au de´but de la pe´riode t. Rt se mesure en unite´
de matie`re (um); Kt se mesure en unite´ de bien (ub); a est le coefficient technique du capital
exprime´ en ub/um. Comme le montre le de´nominateur, le capital ne´cessaire pour exploiter une
unite´ de ressource augmente avec le taux d’exploitation (mesure´ par Xt/Rt) de celle-ci.
Il importe de souligner que la relation (3) suppose que capital et ressource ”noble” sont des
facteurs comple´mentaires. En ce sens, la pre´sente e´tude repose sur le concept de soutenabilite´ forte
qui postule une substituabilite´ (tre`s) faible entre facteurs naturels et facteurs cre´e´s par l’homme9.
On suppose que l’installation du capital prend une pe´riode. Par ailleurs, par soucis de simplicite´,
on suppose que le taux de de´pre´ciation est unitaire, c-a`-d qu’une fois installe´, le capital d’une firme
ne dure qu’une pe´riode. L’investissement de´cide´ en t − 1 est donc productif en t et de´classe´ en
de´but de t+1. Cette hypothe`se de taux de de´pre´ciation unitaire permet d’e´viter les complications
lie´es a` l’agre´gation d’un capital he´te´roge`ne (pre´sentes notamment chez Akao et Managi (2007))10
et suppose que chaque pe´riode de temps dure plusieurs anne´es.
On suppose e´galement que l’investissement repre´sente une fraction constante de la production.
Cette hypothe`se est e´galement postule´e par Meadows et al. (2004). Vu cette hypothe`se et celles
e´nonce´es au paragraphe pre´ce´dent, vu le fait que la production est destine´e soit a` la consommation,
soit a` l’investissement, la condition d’e´quilibre sur le marche´ des biens conduit a` :
Kt+1 = sYt (4)
ou` s est le taux d’e´pargne.
Si on combinent les e´quations (1), (3) et (4), on obtient une e´quation dynamique ne faisant
intervenir que la production et la RN :
Yt =
s
aµt
[
1−
µtYt
Rt
]
Yt−1 (5)
On de´finit le taux d’extraction de la RN par le rapport Et =
Xt
Rt
. Vu (1) et (5), on obtient :
Et = 1−
aµt
s
Yt
Yt−1
(6)
Le taux d’extraction est une fonction inverse du facteur de croissance Yt/Yt−1 et vice-versa.
Au de´but de chaque pe´riode t, la matie`re est donc soit sous forme de ressource ”noble” Rt,
soit sous forme de ressource de´grade´e Dt, soit incorpore´e dans le stock de capital Kt. Comme le
syste`me cycle naturel - e´conomie est ferme´, la matie`re totale qui y est contenue est constante (vu
la loi de conservation de la masse). Il en de´coule que :
Dt +Rt + µt−1Kt =M, ∀t ≥ 1 (7)
8Fagnart et Germain (2011) postulent e´galement la contrainte (2), contrairement a` de nombreuses contributions
qui supposent (explicitement ou non) que µ = 0. Cette dernie`re e´galite´ est cruciale pour engendrer une croissance
quantitative inde´finie dans le cadre d’un monde fini. Cfr. l’article de ces auteurs pour plus de de´veloppements
concernant les enjeux lie´s a` cette hypothe`se.
9Pour une position tre`s critique a` l’e´gard de l’hypothe`se oppose´e, celle de soutenabilite´ faible, voir Krysiak (2006).
10Si le capital est homoge`ne en termes de productivite´, il ne l’est pas en terme de contenu de matie`re car il est
fabrique´ a` partir de biens de plus en plus le´gers. Or le capital de´classe´ se traduit par un flux de matie`re qui contribue
a` la pollution. Si la de´pre´ciation du capital s’e´tendait sur plusieurs pe´riodes, une partie de la pollution proviendrait
de ge´ne´rations d’investissement diffe´rentes. Il faudrait alors un mode`le a` ge´ne´rations de capital, sensiblement plus
complexe, pour traiter rigoureusement de cet aspect du proble`me.
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ou` M de´signe la quantite´ totale de matie`re.
Au vu de la Figure 1, la dynamique de la RN s’e´crit :
Rt+1 −Rt = Ft − δRRt −Xt (8)
tandis que celle de la RD obe´it a` :
Dt+1 −Dt = −Ft + δRRt + µtCt + µtKt (9)
Outre le flux naturel δRRt, ce stock s’enrichit du contenu en matie`re de la consommation et du
stock de capital de la pe´riode. En revanche, la CERN F est le seul flux contribuant a` la re´duction
de D 11.
Pour comple`ter le mode`le, il faut ajouter une e´quation de´crivant l’e´volution de la CERN, ce
qui est fait a` la section suivante.
3 Dynamiques et solutions
Le but principal du mode`le est d’e´tudier la naissance et la croissance d’une e´conomie au sein d’un
monde ”fini” de´crit par un cycle naturel, et d’en de´gager les conse´quences pour l’ensemble du
syste`me cycle naturel - e´conomie. L’ide´e est d’envisager plusieurs hypothe`ses relatives a` la CERN
Ft, en allant du plus simple au plus complexe, de fac¸on a` mettre en e´vidence les facteurs qui
stabilisent le syste`me cycle naturel - e´conomie, et ceux qui au contraire sont susceptibles de le
de´stabiliser et de le conduire a` un effondrement. Les diffe´rentes hypothe`ses e´tudie´es fournissent
autant de variantes du mode`le, de´nomme´es Cas A a` E ci-dessous. Par ailleurs, afin de mieux isoler
l’impact d’un progre`s technique de´mate´rialisant la production, on suppose qu’il est absent dans les
cas pre´cite´s et on le`ve cette hypothe`se dans une variante se´pare´e, le Cas F.
Comme l’intention est d’e´tudier la trajectoire de l’e´conomie depuis sa naissance, on suppose
que le syste`me est initialement a` un e´quilibre voisin de celui du cycle naturel sans e´conomie. La
dynamique de ce dernier obe´it aux e´quations (7) et (8) avec K = X = 0. L’e´quilibre naturel du
cycle est alors de´crit par les valeurs FM , RM , DM ou`
RM =
FM
δR
et DM =M −
FM
δR
(10)
A l’exception du Cas A, ou` une solution analytique comple`te peut eˆtre trouve´e, la re´solution
de la dynamique du mode`le est nume´rique, vu la non-line´arite´ du syste`me et le fait qu’on est
e´galement inte´resse´ par sa phase transitoire.
Le mode`le e´tant tre`s sche´matique, les valeurs nume´riques n’ont gue`re d’inte´reˆt en elles-meˆmes et
l’attention portera surtout sur l’allure ge´ne´rale des trajectoires. Afin de mieux mettre en e´vidence
les roˆles respectifs des diffe´rents facteurs susceptibles de stabiliser ou de de´stabiliser le syste`me, les
re´sultats sont pre´sente´s en termes de comparaison entre deux variantes12.
11Remarque : les e´quations (7), (8) et (9) ne sont pas inde´pendantes. En effet, vu queXt = µtYt = µt [Ct +Kt+1] ,
la somme membre a` membre de (8) et (9) montre que la quantite´ de matie`re re´partie entre la ressource ”noble”, la
ressource de´grade´e et le capital est constante dans le temps. Si on de´signe cette quantite´ par M, on retrouve bien
(7).
12Le choix des valeurs des parame`tres s’est fait sur base d’informations dans la litte´rature ou a` de´faut par
taˆtonnement avec l’ide´e d’engendrer les diffe´rents comportements du mode`le en faisant varier un minimum de
parame`tres. Les valeurs choisies sont les suivantes :
- masse totale dans le syste`me : M = 200
- valeur initiale de la ressource ”noble” : R0 =M/2
- valeur initiale de la ressource de´grade´e : R0 =M/2
- taux de de´pre´ciation naturelle de la RN : δR = .1
- les valeurs de FM et Y0 sont calibre´es de fac¸on a` correspondre au cycle naturel sans e´conomie: FM = δRR0 et Y0
tre`s faible (= 1)
- seuil catastrophique : Em = EM/2
- vitesse d’ajustement de la CERN a` sa valeur d’e´quilibre : δF ∈]0, .3]
- masse par unite´ produite : (i) en l’absence de progre`s technique, µ = .1; (ii) en pre´sence de progre`s technique,
µ0 = .1, µ0/1.3 < µ < µ0/1.5
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3.1 Cas A : couˆts d’extraction S-croissants
Le Cas A repose sur l’hypothe`se que la capacite´ de l’environnement a` assurer le recyclage naturel
s’adapte au pre´le`vement de l’e´conomie de fac¸on a` maintenir le stock de RN a` son niveau d’e´quilibre
naturel exoge`ne et constant RM
13. Alors (5) est se´parable et se re´e´crit (en l’absence de progre`s
technique) :
Yt =
s
aµ
[
1−
µYt
RM
]
Yt−1 (11)
La solution ge´ne´rale de cette e´quation s’e´crit (cfr. Annexe 5.2) :
Yt =
1[
1
Y0
− µRM
1
1− aµ
s
] [
aµ
s
]t
+ µRM
1
1− aµ
s
(12)
Partant par hypothe`se d’une production voisine de 0, l’e´conomie croˆıt de fac¸on monotone vers un
niveau stationnaire donne´ par
YA =
RM
µ
[
1−
aµ
s
]
(13)
Le taux d’extraction d’e´quilibre s’e´crit :
E = 1−
aµ
s
=def ξ (14)
0 ≤ E ≤ 1 impose que
1 <
s
aµ
s (15)
La condition (15) sur les parame`tres, que l’on supposera remplie par la suite, est ne´cessaire pour
que la croissance de l’e´conomie soit possible14. E et YA sont d’autant plus e´leve´s que (i) le contenu
en matie`re d’une unite´ de bien µ est faible, (ii) le coefficient technique du capital a est faible et
(iii) le taux d’e´pargne s est e´leve´. En outre, YA est une fonction croissante du stock de RN.
Au de´but de la trajectoire, et plus encore si RM est tre`s grand, l’e´conomie croˆıt de fac¸on quasi
exponentielle, a` un taux proche de saµ − 1
15. Cependant, au fur et a` mesure que l’e´conomie
croˆıt, le taux d’extraction µYtRM augmente et le couˆt marginal d’extraction augmente e´galement. Les
perspectives de profit baissent et la croissance e´conomique tend a` se ralentir, ce qui permet au
syste`me de se stabiliser a` l’e´quilibre. La trajectoire a donc l’allure d’une logistique16.
Puisque le stock de RN est constant, le couˆt marginal d’extraction croˆıt via la seule augmenta-
tion du pre´le`vement de l’e´conomie. Comme le de´terminant qui le fait varier est unique, on qualifie
le couˆt marginal de simplement croissant (ou S-croissant).
En re´sume´, la pre´sence d’un couˆt marginal d’extraction S-croissant permet d’expliquer l’e´volution
de l’e´conomie vers la ”croissance ze´ro”, mais ne permet pas d’engendrer un retournement de ten-
dance, et encore moins un effondrement.
- coefficient technique du capital : a ∈ [1.75, 2]
- taux d’e´pargne : s ∈].2, .31]
- parame`tres de la fonction r(x) : xm = 5, xM = 20
- parame`tres de la fonction rD(x) : Dm = 175, xM = 180
- parame`tre de la fonction de progre`s technique : q = .99
Les valeurs des parame`tres susceptibles de varier (s, a et δF ) sont pre´cise´es pour chaque simulation.
13Vu (8), l’hypothe`se sur laquelle repose le Cas 1 revient alors a` postuler que
Ft = δRRM +Xt
14Dans le cas contraire, la croissance est impossible. Meˆme en consacrant toute la production de la pe´riode t a` la
constitution de capital en t + 1, l’e´conomie ne pourrait produire autant qu’en t. En effet, µ constant, (1) et (3) et
le fait que Xt ≤ Rt impliquent que Kt ≥ aµYt, ce qui vu (4) devient
s
aµ
Yt−1 ≥ Yt. Si (15) est viole´e, cette dernie`re
ine´galite´ exclut Yt−1 < Yt.
15L’e´conomie se comporte alors pratiquement comme un mode`le de croissance Ak. Choisir un rapport s/aµ e´leve´
implique donc un de´collage d’autant plus rapide de l’e´conomie.
16L’e´quation (11) ressemble beaucoup a` l’e´quation retenue pour de´crire la dynamique biologique d’une ressource
renouvelable du type ”population de poissons” (dans sa version discre`te). La diffe´rence re´side dans le fait que c’est
Yt−1 et non Yt qui apparait entre parenthe`ses dans le membre de droite. Cette e´quation est susceptible d’engendrer
une trajectoire en S, mais contrairement a` (11), elle peut aussi ge´ne´rer des solutions cycliques, voire chaotiques.
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3.2 Cas B : couˆts d’extraction D-croissants
Le cas B repose sur l’hypothe`se que la capacite´ de l’environnement a` assurer le recyclage naturel
F est constante quelque soit le niveau de l’activite´ e´conomique. Dans ce cas, le mode`le est de´crit
par les e´quations :
Yt =
s
aµ
[
1−
µYt
Rt
]
Yt−1 (16)
Rt+1 −Rt = FM − δRRt − µYt (17)
ou` FM est la valeur de la CERN caracte´ristique de l’e´quilibre naturel.
Ce syste`me admet deux e´quilibres stationnaires. Le premier se caracte´rise par une production
nulle et on retrouve l’e´quilibre du cycle naturel sans e´conomie de´fini par (10). Le deuxie`me est
de´fini par :
YB =
FM
µ
ξ
ξ + δR
(18)
RB =
FM
ξ + δR
(19)
et se caracte´rise par une production positive. La comparaison de (10) et (19) montre que RB < RM
car ξ > 0. L’activite´ humaine se traduit a` l’e´quilibre par moins de RN par rapport a` la situation
sans e´conomie, ce qui est intuitif puisque cette activite´ est consommatrice de cette ressource.
Le taux d’extraction d’e´quilibre est identique a` celui du Cas A. Il en sera de meˆme pour les
Cas C a` E. En effet, ces cas partagent l’e´quation (16) qui conduit bien a` E = ξ si l’activite´ est
stationnaire. Par ailleurs, l’e´galite´ E = ξ, couple´e avec le fait que R∗B < RM , implique YB < YA.
Les simulations montrent que le premier e´quilibre est instable et le deuxie`me stable. Les Fi-
gures 2.a et 2.b illustrent les trajectoires de la RN et de la production dans les Cas A et B pour
s = .25 et a = 2.
La RN de´croit de fac¸on presque monotone de son niveau naturel RM a` RB . La phase de
croissance de l’e´conomie s’arreˆte plus toˆt et comme attendu, elle se stabilise a` un niveau YB
infe´rieur a` celui du Cas A. L’explication provient du fait qu’au fur et a` mesure que l’e´conomie
croˆıt, le taux d’extraction Et = µYt/Rt augmente non seulement a` travers l’augmentation de la
production Yt, mais aussi a` travers la baisse du stock Rt. Le couˆt marginal d’extraction augmente
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donc plus vite que dans le Cas A. Comme il varie en fonction de deux de´terminants et afin de bien le
diffe´rencier du cas pre´ce´dent, on qualifie le couˆt marginal de doublement croissant (ou D-croissant)
dans le Cas B.
La Figure 2.b montre qu’un couˆt marginal d’extraction D-croissant engendre la possibilite´
d’un de´passement du niveau d’activite´ de long terme, suivi d’une correction ou` l’activite´ est
de´croissante17. L’e´tude nume´rique du mode`le montre que le de´passement est proportionnel au
rapport saµ . Cependant, la pre´sence d’un couˆt marginal d’extraction D-croissant n’implique pas
ne´cessairement un de´passement de l’e´tat asymptotique. Si s = .205 et a = 2, la convergence vers
l’e´quilibre est monotone. A l’autre extreˆme, si le rapport saµ est suffisamment e´leve´, la trajectoire
est susceptible de conduire a` un effondrement du syste`me. Par exemple, pour s = .31 et a = 2,
la production chute de moitie´ entre son maximum et son niveau de long terme. Cet effondrement
demeure cependant transitoire au sens ou` il ne conduit pas a` une disparition de l’e´conomie. Le
niveau d’activite´ et le stock de RN se stabilisent a` des valeurs strictement positives.
En re´sume´, la pre´sence d’un couˆt marginal d’extraction D-croissant est susceptible d’engendrer
une pe´riode de croissance de l’e´conomie suivie d’un retournement de tendance et d’une stabilisation
de l’activite´. Si le rapport s/(aµ) est suffisamment e´leve´, le point de retournement est suivi par un
effondrement de l’activite´. Celui-ci demeure cependant transitoire dans la mesure ou` il ne remet
pas en question la viabilite´ a` long terme du syste`me cycle naturel - e´conomie.
3.3 Cas C : Atteinte de la CERN par une pollution-flux
Dans le cadre du Cas C, l’e´conomie interagit avec l’environnement en affectant sa capacite´ a` assurer
le recyclage naturel allant de D a` R. On postule que cette capacite´ (F ) est affecte´e ne´gativement
par la pollution ge´ne´re´e par le flux de matie`re mobilise´ par l’activite´ humaine une fois que ce flux
(mesure´ par X) de´passe un certain seuil xm. Comme toute matie`re extraite du stock de matie`re
”noble” se retrouve apre`s utilisation sous forme de de´chets (pendant la pe´riode en cours ou a` la
pe´riode suivante), on suppose par soucis de simplicite´ que cette pollution se confond avec X. La
pollution envisage´e dans cette section est donc une pollution-flux.
Compte tenu du fait que Xt = µYt, la dynamique de F est suppose´e obe´ir a` l’e´quation suivante :
Ft+1 − Ft = δF [r(µYt)FM − Ft] (20)
ou` δF , FM sont des constantes exoge`nes positives (avec 0 < δF ≤ 1 et 0 < FM ). δF mesure la
vitesse d’ajustement de la CERN a` sa valeur d’e´quilibre. La fonction r est de´finie par :
r(x) = max
{
0,min
{
xM − x
xM − xm
, 1
}}
(21)
r est de´finie sur ℜ+ et xm, xM sont deux constantes positives telles que 0 < xm < xM . xm peut eˆtre
interpre´te´ comme la capacite´ de charge de l’environnement, comprise comme le niveau de pollution
maximal que l’environnement peut subir sans de´gradation. Si x demeure a` un niveau constant x̂
au dessus de xm, alors F tend vers une valeur d’e´quilibre de long terme e´gale a` r(x̂)FM < FM .
Cette valeur d’e´quilibre est positive si x̂ < xM et nulle si x̂ ≥ xM . On ne peut cependant pas
qualifier xM de seuil catastrophique dans la mesure ou` rien ne dit qu’une fois au dela` de xM , la
pollution va y rester.
La dynamique du syste`me est de´crite par les e´quations (20) et
Yt =
s
aµ
[
1−
µYt
Rt
]
Yt−1 (22)
Rt+1 −Rt = Ft − δRRt − µYt (23)
La fonction r de´termine trois re´gimes en fonction desquels la dynamique change. Ces re´gimes
appele´s I, II et III sont de´termine´s respectivement par les intervalles 0 ≤ µYt ≤ xm, xm < µYt < xM
et xM ≤ µYt.
17Une telle possibilite´ est exclue dans le Cas A, ou` la convergence de l’e´conomie vers l’e´quilibre est ne´cessairement
monotone.
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En termes de comportement a` long terme, le syste`me cycle naturel - e´conomie admet trois
e´quilibres stationnaires. Cependant, sur base des simulations, il apparait qu’un seul est stable.
Les proprie´te´s de l’e´quilibre stable changent en fonction du re´gime auquel il appartient. Plus
pre´cise´ment, cet e´quilibre appartient a` l’un des deux re´gimes suivants (le de´tail des calculs se
trouve a` l’Annexe 5.3) :
- Re´gime I (µY ≤ xm) : alors r(µY ) = 1. Dans ce cas, la valeur d’e´quilibre de la CERN est FM .
En conse´quence, le syste`me se comporte comme dans le Cas B. L’activite´ humaine se traduit par
moins de RN par rapport a` l’e´tat initial de´crit par le cycle naturel sans e´conomie et la CERN n’est
pas affecte´e.
- Re´gime II (xm ≤ µY ≤ xM ) : alors r(µY ) =
xM−µY
xM−xm
< 1. Dans ce cas, la valeur d’e´quilibre de
la CERN est infe´rieure a` FM ; autrement dit, la CERN est affecte´e par la pollution (contrairement
a` ce qui se passait dans le Re´gime I). Le niveau d’activite´ et le taux d’extraction d’e´quilibre de
long terme sont trop e´leve´s pour eˆtre compatible avec la pre´servation de l’environnement.
L’e´quilibre stable appartient au Re´gime I ou au Re´gime II selon que l’ine´galite´
µY =
FM
1 + δRξ
< xm (24)
est satisfaite ou non. Les parame`tres naturels xm, FM et δR e´tant donne´s, on constate que cette
ine´galite´ est satisfaite si ξ = 1− aµs n’est pas trop e´leve´. La pre´servation de la CERN a` long terme
n’est donc possible que si le rapport saµ n’est pas trop grand.
Les deux e´quilibres instables sont d’une part, l’e´quilibre du cycle naturel sans e´conomie (de´ja`
rencontre´ au Cas B) et d’autre part, l’e´quilibre du Re´gime III (caracte´rise´ par xM ≤ µY et donc
r(µY ) = 0). Ce dernier e´quilibre correspond a` la ”mort” du syste`me cycle naturel - e´conomie,
au sens ou` la production est nulle et ou` la CERN et la RN sont irre´me´diablement de´truites.
Cependant, comme cet e´quilibre est instable, la ”mort ” du syste`me est impossible dans le cadre
du Cas C.
Les simulations montrent les re´sultats suivants. Si (24) est satisfait, le syste`me tend vers un
e´quilibre appartenant au Re´gime I. Si la CERN est asymptotiquement e´gale a` FM , il est cependant
possible qu’elle soit affecte´e de fac¸on transitoire18. Dans ce cas, suite a` la croissance de l’e´conomie,
la pollution Xt = µYt de´passe apre`s un certain temps xm, la limite a` partir de laquelle F se
de´grade19. Le recyclage naturel assure´ par l’environnement est donc affecte´, ce qui ralenti le
renouvellement de la RN. Cette force de rappel vient se conjuguer a` celle induite par les couˆts
marginaux d’extraction D-croissants, ce qui se traduit par un retournement de tendance. La
re´duction de la production et donc de la pollution permet a` l’environnement de se re´ge´ne´rer, lui
permettant de retrouver son niveau initial. La convergence vers l’e´quilibre s’accompagne donc
d’une restauration comple`te de la CERN.
Si (24) est invalide´e, le syste`me tend vers un e´quilibre appartenant au Re´gime II. Les Figures
3.a et 3.b illustrent une telle trajectoire, tout en la comparant avec le Cas B (ou` la CERN demeure
constante par hypothe`se)20.
Partant d’un e´tat initial tre`s e´loigne´ de la capacite´ de charge de l’environnement, l’e´conomie
peut croˆıtre un certain temps sans que la CERN soit affecte´e. Suite au de´passement de xm d’une
part, aux couˆts marginaux d’extraction D-croissants d’autre part, les forces de rappel mentionne´es
ci-dessus provoquent un retournement de tendance et la convergence vers l’e´quilibre avec restau-
ration partielle de la CERN. En d’autres termes, si la de´croissance e´conomique n’est pas suffisante
pour conduire a` un niveau d’activite´ compatible avec la restauration comple`te de l’environnement,
elle est cependant suffisante pour permettre une re´ge´ne´rescence partielle de celui-ci.
Meˆme si les deux trajectoires restent similaires, la Figure 3.b montre que par rapport au Cas B,
l’impact de la pollution se traduit par un retournement plus prononce´ et une convergence vers un
niveau d’activite´ d’e´quilibre plus faible. Si δF ne modifie pas l’e´tat final du syste`me (cfr. Annexe
5.3), ce parame`tre affecte en revanche la phase transitoire de la trajectoire du syste`me. En effet,
18Ce sera le cas si (24) est proche de l’e´galite´ et si la vitesse d’ajustement de la CERN a` sa valeur d’e´quilibre
(mesure´e par δF ) est suffisamment e´leve´e.
19On retrouve dans ce cas de figure la notion de de´passement d’une limite de Meadows et al. (2004).
20Les valeurs des parame`tres a, s, δF sont les suivantes : a = 2, s = .25, δF = .25
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les simulations montrent que plus δF est e´leve´, plus la de´gradation de l’environnement est profonde
(plus le minimum de F de´croˆıt) et par conse´quent, plus la re´ge´ne´rescence conduisant a` l’e´quilibre
est forte e´galement21.
En re´sume´, l’introduction d’un impact dommageable d’une pollution-flux sur la CERN ne
modifie pas qualitativement les re´sultats obtenus sans cet impact. Cet impact e´tant re´versible (il
baisse de´s que l’activite´ en fait autant), il ne remet pas en question la viabilite´ a` long terme du
syste`me cycle naturel - e´conomie. Il peut accentuer une phase d’effondrement transitoire, mais pas
conduire vers un effondrement irre´versible.
3.4 Cas D : Pollution-flux avec seuil catastrophique
Ce cas se distingue du pre´ce´dent par la pre´sence d’un effet de seuil au niveau de la dynamique de
la CERN. Plus pre´cise´ment, celle-ci devient :
Ft+1 − Ft = δF [r(µYt)FM − Ft] si Ft ≥ Fm (25)
= −δFFt si Ft < Fm (26)
ou` la fonction r est toujours de´finie par (21). Cette fonction de´termine les meˆmes trois re´gimes I,
II et III que dans le Cas C.
Il y a maintenant un double effet de seuil dans la dynamique environnementale. Le premier effet,
de´ja` pre´sent dans le Cas C, est indirect dans la mesure ou` il passe par le flux de matie`re X = µY
qui conditionne la re´ge´ne´rescence de la CERN a` travers r. Le second effet modifie directement
la dynamique de la CERN (comme en te´moigne le changement de dynamique de´crit par (25) et
(26)). Les deux effets ont cependant un impact de nature tre`s diffe´rente. Le premier effet permet
d’engendrer un processus de de´gradation de F re´versible. Tant que Ft ≥ Fm, la CERN peut eˆtre
restaure´e apre`s avoir e´te´ atteinte si l’activite´ et la pollution baissent suffisamment. Au contraire,
le deuxie`me effet engendre un processus de de´gradation de F irre´versible. Une fois le seuil Fm
21Au contraire, pour des valeurs tre`s faibles de δF , le ralentissement de l’activite´ e´conomique et de la pollution
ne permet aucune re´ge´ne´rescence de l’environnement. La valeur d’e´quilibre de l’environnement est donc aussi sa
valeur minimale. La faible valeur de δF implique une forte inertie dans le comportement de F (que ce soit a` la
baisse ou a` la hausse) qui empeˆche en particulier toute oscillation. F se de´grade ou se restaure alors de fac¸on lente
et monotone.
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franchi, F tend alors irre´me´diablement vers 0 (en vertu de (26)). On peut donc qualifier Fm de
seuil catastrophique22.
L’analyse des e´tats stationnaires et les simulations montrent que le Cas D admet deux e´quilibres
stables (cfr. Annexe 5.4 pour les de´tails mathe´matiques). Le premier correspond a` celui du Cas C
de´crit ci-dessus : la production est positive, le stock de RN est moindre qu’a` l’e´quilibre du cycle
naturel sans e´conomie et la CERN est de´grade´e ou non selon le re´gime auquel appartient l’e´quilibre
(I ou II). Par rapport au Cas C, cet e´quilibre doit satisfaire la condition supple´mentaire suivante
pour exister :
Fm ≤
xMFM
FM
δR
ξ
+1
+ xM − xm
(27)
condition qui garantit F ≥ Fm. Les parame`tres naturels xm, xM , Fm, FM et δR e´tant donne´s, on
constate que cette ine´galite´ est satisfaite si le rapport saµ n’est pas trop e´leve´. Par ailleurs, on
observe que δF , la vitesse d’ajustement de la CERN a` sa valeur d’e´quilibre, n’intervient pas.
Le deuxie`me e´quilibre stable est celui du Re´gime III et existe pour toutes les configurations de
parame`tres. Il est caracte´rise´ par une CERN nulle et correspond a` la ”mort” du syste`me cycle
naturel - e´conomie. La capacite´ de l’environnement a` assurer le recyclage naturel est ane´antie,
il n’y a plus de ressource ”noble” et il n’y a donc plus de production possible. Ce re´gime con-
firme l’ide´e (e´nonce´e dans l’introduction) que l’e´conomie ne peut exister par elle-meˆme, c-a`-d sans
environnement, alors que l’inverse est vrai.
Les simulations montrent un re´sultat important, a` savoir que l’inversion de l’ine´galite´ (27) est
une condition suffisante mais non ne´cessaire pour un effondrement de´finitif du syste`me cycle naturel
- e´conomie. Les Figures 4.a et 4.b illustrent une trajectoire du syste`me cycle naturel - e´conomie ou`
les valeurs de s/(aµ) et de δF sont suffisamment e´leve´es pour que le processus de de´gradation de
l’environnement conduise apre`s un certain temps le syste`me en dec¸a du seuil catastrophique Fm
23. Ces figures de´crivent e´galement la trajectoire du syste`me obtenue avec les meˆmes parame`tres,
mais sans effet de seuil (Cas C).
La Figure 4.a montre qu’une fois le seuil Fm (repre´sente´ par la droite horizontale F = 5)
franchi, les deux trajectoires, qui se confondaient jusque la`, divergent. Alors que dans le Cas C, il
22Taylor (2009) postule e´galement cette hypothe`se, que l’on retrouve aussi dans certains mode`les de ressources
renouvelables. Dans l’exemple d’une population de poissons, le seuil catastrophique de´signe le niveau en dessous
duquel la population n’est plus assez nombreuse pour que le taux de natalite´ puisse compenser le taux de mortalite´.
23Les valeurs des parame`tres a, s, δF sont les suivantes : a = 1.75, s = .2, δF = .3
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y a re´paration (partielle) de la CERN, dans le Cas D, la CERN se de´grade irre´me´diablement, ce
qui ame`ne le syste`me a` l’e´quilibre du Re´gime III.
Des valeurs suffisamment e´leve´es de s/(aµ) et de δF sont ne´cesaires pour ge´ne´rer une telle
trajectoire. En effet, comme de´ja` observe´ au Cas C, plus s/(aµ) est e´leve´, plus le maximum de la
production (et donc de la pollution) est e´leve´ par rapport a` son niveau d’e´quilibre. Si δF est tre`s
faible (par exemple, δF = .01), le retournement de tendance et la convergence vers l’e´quilibre se
fait de fac¸on monotone ou quasi-monotone. Si le seuil Fm est sensiblement infe´rieur a` la CERN
d’e´quilibre, un effondrement irre´versible est alors exclu. En revanche, pour des valeurs plus e´leve´es
de δF , la convergence est oscillatoire, avec en conse´quence une correction vers le bas d’une ampleur
supe´rieure a` l’e´cart entre les maxima de la production et de la CERN et leurs niveaux d’e´quilibre.
L’ampleur de cette correction e´tant proportionnelle a` δF , une valeur suffisamment e´leve´e de ce
parame`tre est susceptible de conduire a` Ft < Fm, avec en conse´quence un effondrement irre´versible.
Cette simulation appelle trois remarques. Primo, l’effet de seuil lie´ a` Fm est e´galement pre´sent
chez Taylor (2009) comme une des causes principales de l’effondrement. Cependant, une diffe´rence
essentielle est que celui-ci est provoque´ ici par une croissance e´conomique trop intense, et non par
la croissance de´mographique comme chez Taylor. Secundo, il importe de rappeler que la ”mort”
du syste`me re´sulte uniquement de la phase transitoire de la trajectoire. Ainsi, la condition (27)
qui garantit l’existence de l’e´quilibre du Re´gime II est largement satisfaite et partant de conditions
initiales diffe´rentes, le syste`me pourrait y converger. Tertio, l’e´tude du Cas C a montre´ qu’en
l’absence de seuil catastrophique, les couˆts d’extraction D-croissants et la baisse de la CERN
constituent des forces stabilisatrices qui brident la croissance de l’e´conomie et rame`nent le syste`me
cycle naturel - e´conomie durable vers un e´quilibre durable. En pre´sence de ce meˆme seuil, il
apparait que ces forces peuvent devenir des facteurs de de´stabilisation si le retour a` l’e´quilibre
durable se fait d’une fac¸on trop oscillatoire.
En re´sume´, l’introduction d’un seuil catastrophique en dessous duquel le processus de re´ge´ne´-
rescence de la CERN est irre´me´diablement de´truit par une pollution-flux est susceptible de remettre
en question la viabilite´ a` long terme du syste`me cycle naturel - e´conomie et de le conduire vers un
effondrement irre´versible. Celui-ci peut survenir alors qu’un autre e´tat stationnaire durable existe.
Dans ce cas, la ”mort” du syste`me” re´sulte de la phase transitoire de sa trajectoire.
3.5 Cas E : Atteinte a` la CERN par une pollution-stock
A la diffe´rence du Cas C, on postule que la CERN est affecte´e ne´gativement par l’accumulation de
pollution ge´ne´re´e par le flux de matie`re mobilise´ par l’activite´ humaine. Comme toute pollution
ge´ne´re´e par l’activite´ prend la forme de de´chets contribuant au stock de ressource de´grade´e D, par
soucis de simplicite´, on conside`re D comme l’indicateur de cette accumulation de pollution. La
pollution envisage´e dans cette section est donc une pollution-stock.
Formellement, la dynamique de F est suppose´e obe´ir a` l’e´quation suivante :
Ft+1 − Ft = δF [rD(Dt)FM − Ft] (28)
ou` δF , FM sont des constantes exoge`nes positives (avec 0 < δF ≤ 1 et 0 < FM ) et rD est de´fini
par :
rD(x) = max
{
0,min
{
DM − x
DM −Dm
, 1
}}
(29)
La fonction rD est de´finie sur ℜ
+ et Dm, DM sont deux constantes positives telles que 0 < Dm <
DM . Si les parame`tres changent, rD a la meˆme allure que la fonction r conside´re´e dans le cadre
des Cas C et D.
La dynamique du syste`me est de´crite par les e´quations (22), (23), (28) et
Dt +Rt + µKt =M (30)
en vertu du principe de conservation de la masse (cfr. (7)). La fonction rD de´termine trois
re´gimes en fonction desquels la dynamique change. Ces re´gimes appele´s I, II et III sont de´termine´s
respectivement par les intervalles 0 ≤ Dt ≤ Dm, Dm < Dt < DM et DM ≤ Dt.
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En termes de comportement a` long terme, le syste`me cycle naturel - e´conomie admet deux
e´quilibres stationnaires stables (cfr. l’Annexe 5.5 pour le de´tail des calculs). Le premier se carac-
te´rise par une valeur d’e´quilibre de la CERN e´gale a` FM . En conse´quence, le syste`me se comporte
comme dans le Cas B et dans le Re´gime I du Cas C. Pour me´moire, l’activite´ humaine se traduit
alors par moins de ressource ”noble” par rapport a` l’e´tat initial de´crit par le cycle naturel sans
e´conomie et la CERN n’est pas affecte´e. Cet e´quilibre existe si et seulement si la valeur d’e´quilibre
de la ressource de´grade´e est infe´rieure au seuil Dm a` partir duquel la CERN est atteinte par la
pollution, autrement dit si et seulement si
M −
1 + sξ
δR + ξ
FM < Dm (31)
Il est aise´ de ve´rifier que le deuxie`me terme du membre de gauche est croissant en s et de´croissant
en a et µ. A parame`tres naturels M,FM , Dm et δR donne´s, cette condition implique donc que le
rapport saµ ne soit pas trop grand.
Le deuxie`me e´quilibre stable correspond a` la mort du syste`me cycle naturel - e´conomie. La
CERN et la RN sont de´truites et toute la matie`re se retrouve sous forme de´grade´e. Cet e´quilibre
existe que (31) soit satisfait ou non.
Les simulations montrent que, comme dans les cas pre´ce´dents, le syste`me est susceptible de com-
portements divers en fonction du rapport s/(µa). Dans la discussion qui suit, ces comportements
sont engendre´s en faisant varier ce rapport a` travers le taux d’e´pargne s 24:
(i) Si s est suffisamment faible (s = .25), le syste`me ne quitte pas le Re´gime I (Dt ne de´passe
jamais Dm) et se comporte comme dans le Cas B. La trajectoire de l’e´conomie est gouverne´e par
des couˆts d’extraction D-croissants. Si on augmente progressivement s, on demeure dans le Cas B
mais on observe que max {Dt, t ≥ 1} se rapproche de Dm et l’atteint pour un certain niveau du
taux d’e´pargne s1 ≃ .275.
(ii) Pour s1 < s < s2 ou` s2 ≃ .2852), suite a` la croissance de l’e´conomie, le syste`me quitte le Re´gime
I et se retrouve dans le Re´gime II. De´s lors, la CERN est endommage´e, avec en conse´quence deux
impacts pour la dynamique du syste`me. Le premier (de´ja` rencontre´ dans le Cas C) a pour effet de
ralentir le renouvellement de la ressource ”noble”. Cette force de rappel vient se conjuguer a` celle
induite par les couˆts marginaux d’extraction D-croissants et est stabilisatrice dans la mesure ou`
elle encourage un retournement de tendance qui diminue la pollution. Au contraire, le deuxie`me
impact induit un cercle vicieux au sens ou` plus de matie`re de´grade´e a` une certaine date t re´duit la
CERN en t + 1, ce qui ceteris paribus conduit a` augmenter D dans les pe´riodes suivantes25. Les
Figures 5.a et b illustrent pour s = .29 les trajectoires de la CERN Ft et de la production Yt en
fonction du temps et montrent que suite au de´passement de Dm, les forces de rappel l’emportent
et le syste`me est ramene´ vers l’e´quilibre du Re´gime I.
(iii) Au dela` de s2, le comportement du mode`le change totalement. Suite au de´passement de Dm, la
croissance de l’e´conomie ame`ne le syste`me dans le bassin d’attraction de l’e´quilibre du Re´gime III.
En conse´quence et comme l’illustrent les Figures 6.a et b pour s = .3, meˆme si l’e´quilibre du Re´gime
I existe, le syste`me n’y retourne pas car le cercle vicieux liantD et F de´crit au paragraphe pre´ce´dent
l’emporte sur les forces stabilisatrices. De pareils cercles vicieux sont pre´sents et constituent la
cause principale d’effondrement chez Meadows et al. (2004). Ils sont qualifie´s de ”dormants” par
ces auteurs dans la mesure ou` ils sont normalement inoffensifs et ne deviennent actifs qu’une fois
certaines limites franchies.
(iv) Au dela` d’un troisie`me niveau du taux d’e´pargne s3 ≃ .3037 (solution deM−
1+sξ
δR+ξ
FM = Dm),
le Re´gime I n’existe plus et le syste`me converge ne´cessairement vers le seul e´quilibre existant, a`
savoir celui du Re´gime III. S’il est supe´rieur a` s3, le taux d’e´pargne macroe´conomique re´sultant
des choix des agents est incompatible avec le maintien du syste`me cycle naturel - e´conomie (con-
trairement au paragraphe pre´ce´dent ou` un autre e´quilibre existe) 26.
24Les valeurs des parame`tres a et δF sont les suivantes : a = 2, δF = .25
25En effet, soit un choc initial ∆Dt > 0 a` la date t, ou` Dm < Dt < DM . En vertu de (28) avec r
′
D
(Dt) < 0, cette
variation induit une variation de la CERN ∆Ft+1 = δEr
′
D
FM∆Dt < 0 en t + 1. Celle-ci induit a` son tour via la
formule pre´ce´dente une variation ∆Dt+2 = −∆Ft+1 > 0 dans le meˆme sens que le choc initial.
26Mathe´matiquement parlant, si s ≥ s3, le syste`me s’effondre quelque soit son point de de´part, ce qui n’est pas le
cas si s2 ≤ s < s3.
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En re´sume´, l’introduction d’un impact dommageable d’une pollution-stock sur la CERN est
susceptible de mettre en route un cercle vicieux entre ces deux variables. Si ce cercle vicieux
l’emporte sur les forces stabilisatrices, il conduit le syste`me cycle naturel - e´conomie vers un
effondrement irre´versible. Celui-ci peut survenir alors qu’un autre e´tat stationnaire durable existe.
Dans ce cas, la ”mort” du syste`me” re´sulte de la phase transitoire de sa trajectoire.
3.6 Cas F : Impact du progre`s technique
Le dernier cas e´tudie´ concerne l’impact d’un progre`s technique permettant la de´mate´rialisation de
la production. Plus pre´cise´ment, l’e´volution de la de´mate´rialisation est suppose´e se faire a` taux
constant, selon la formule :
µt = µ+
[
µ0 − µ
]
qt
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ou` 0 < µ est la valeur limite du contenu en matie`re d’une unite´ du bien et 0 < q < 1 est un
parame`tre fonction inverse du taux de progre`s technique. Le rapport µ0/µ est donc un indicateur
du potentiel de progre`s technique en de´but de trajectoire.
On envisage le comportement du syste`me sous les meˆmes hypothe`ses que dans le Cas D
(pollution-flux avec seuil catastrophique), avec et sans progre`s technique. Celui-ci a deux effets
contradictoires :
(i) un effet direct ou ”de´mate´rialisation” : a` production donne´e, le progre`s technique re´duit le
contenu en matie`re de la production; ce faisant, il diminue la pollution, ce qui est favorable a`
l’environnement.
(ii) un effet indirect ou ”rebond” : en de´mate´rialisant la production, le progre`s technique diminue
les couˆts d’extraction, augmente les profits et stimule la croissance; ce faisant, il augmente la
pollution, ce qui est de´favorable a` l’environnement.
En termes de flux de matie`re extraite de la RN, la Figure 7.a montre que l’effet ”rebond”
l’emporte sur l’effet ”de´mate´rialisation” a` long terme27 : la quantite´ extraite a` chaque pe´riode
(Xt = µtYt) se stabilise a` un niveau plus e´leve´ en pre´sence de progre`s technique. Il l’emporte
aussi durant la phase de de´veloppement de l’e´conomie. En conse´quence, (i) les couˆts d’extraction
augmentent plus vite et (ii) la CERN se de´grade plus toˆt et plus profonde´ment qu’en l’absence de
progre`s technique (cfr. Figure 7.b). D’ou` un retournement de tendance qui intervient plus toˆt et
qui est plus profond e´galement28.
La Figure 7.b montre qu’en l’absence de progre`s technique, le syste`me converge vers un e´quilibre
appartenant au Re´gime II du Cas D. Il y a de´gradation de la CERN mais partant de FM = 10, la
CERN reste toujours assez e´loigne´e du seuil critique (repre´sente´ par la droite horizontale Fm = 5).
Cette figure montre e´galement qu’un potentiel de progre`s technique modeste e´gal a` µ0/µ = 1.35
(soit un potentiel de de´mate´rialisation de 35% sur l’ensemble de la trajectoire) conduit e´galement
a` un e´quilibre du Re´gime II, quoique la convergence s’accompagne d’un effondrement transitoire
de la CERN qui l’ame`ne tre`s pre`s du seuil critique.
27Les valeurs des parame`tres sont les suivantes : a = 2, s = .25, δF = .25
28L’analyse nume´rique du mode`le re´ve`le que la de´gradation de la CERN est d’autant plus forte que le potentiel
de progre`s est e´leve´. Par ailleurs, l’effet ”rebond” est connu depuis longtemps comme en te´moigne Jevons (1866) et
demeure d’actualite´. Dans un article re´cent, Benchekroun et Chaudhuri (2011) analyse un tel effet dans le contexte
du transfert de technologies ”propres” de pays de´veloppe´s vers des pays en de´veloppement motive´ par la lutte contre
le changement climatique.
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En conse´quence, la Figure 7.b fait soupc¸onner que ”trop” de progre`s technique peut avoir une
influence catastrophique, en particulier si δF est e´leve´. L’analyse nume´rique du mode`le confirme
cette intuition : par exemple, un potentiel de progre`s technique e´gal a` µ0/µ = 1.43 suffit pour
de´stabiliser le syste`me et pour le conduire vers une issue catastrophique.
4 Conclusion
Cet article pose la question de l’e´volution d’une e´conomie en croissance dans le cadre d’un monde
bio-physique fini sche´matise´ par un cycle naturel. Les re´sultats obtenus montrent que, partant de
l’e´quilibre du cycle naturel en l’absence d’e´conomie, celle-ci connait d’abord une phase de de´collage
a` un taux quasi-constant. A cause d’un couˆt marginal d’extraction de la RN croissant, le taux de
croissance baisse.
En l’absence de toute forme de pollution, si le couˆt marginal d’extraction est S-croissant (il
augmente uniquement avec la quantite´ de RN extraite), l’e´conomie tend vers la ”croissance ze´ro”
et se stabilise. Il ne peut y avoir de retournement de tendance, et encore moins un effondrement.
En revanche, si le couˆt marginal d’extraction est D-croissant (il augmente a` la fois avec la quantite´
de RN extraite et avec la baisse du stock de celle-ci), la pe´riode de croissance de l’e´conomie peut
eˆtre suivie par une phase de de´croissance suivie elle-meˆme par la stabilisation de l’activite´. Si le
rapport s/(aµ) est suffisamment e´leve´ (ou` s est le taux d’e´pargne, a est le coefficient technique
du capital et µ est le contenu en matie`re d’une unite´ de bien), le point de retournement est suivi
par un effondrement de l’activite´. Celui-ci demeure cependant transitoire dans la mesure ou` il ne
remet pas en question la viabilite´ a` long terme du syste`me cycle naturel - e´conomie.
L’introduction d’un impact dommageable d’une pollution-flux (fonction de l’activite´ courante)
sur la capacite´ de l’environnement a` assurer le recyclage naturel (CERN) ne modifie pas quali-
tativement les re´sultats obtenus sans cet impact. Si la CERN est atteinte, elle peut faire l’objet
d’un processus de re´paration totale ou partielle. Dans la mesure ou` l’impact de la pollution sur la
CERN baisse de´s que l’activite´ en fait autant, il ne remet pas en question la viabilite´ a` long terme
du syste`me cycle naturel - e´conomie. Il peut accentuer une phase d’effondrement transitoire, mais
ne conduit pas a` un effondrement irre´versible.
Si on introduit dans le contexte du paragraphe pre´ce´dent un seuil catastrophique en dessous
duquel le processus de re´ge´ne´rescence de la CERN est irre´me´diablement de´truit a` cause de la
pollution-flux, la croissance de l’e´conomie est susceptible de remettre en question la viabilite´ a`
long terme du syste`me cycle naturel - e´conomie et de le conduire vers un effondrement irre´versible.
Ce sera en particulier le cas si le rapport s/(aµ) et la vitesse d’ajustement de la CERN a` son
niveau d’e`quilibre δF sont suffisamment e´leve´s. La ”mort” du syste`me peut survenir alors qu’un
autre e´tat stationnaire durable existe. Dans ce cas, l’effondrement du syste`me de´pend de la phase
transitoire de sa trajectoire.
L’introduction d’un impact dommageable d’une pollution-stock (fonction de l’accumulation
des de´chets produits dans le passe´) sur la CERN est susceptible de conduire le syste`me cycle
naturel - e´conomie vers un effondrement irre´versible, sans qu’il soit ne´cessaire d’introduire un
seuil catastrophique explicite (comme dans le cas d’une pollution-flux). Le processus conduisant
a` l’effondrement re´sulte de la mise en route d’un cercle vicieux entre pollution et CERN (ceteris
paribus, moins de CERN implique plus de pollution qui implique a` son tour moins de CERN).
Comme dans la cas d’une pollution-flux avec seuil catastrophique, l’effondrement peut survenir
alors qu’un autre e´tat stationnaire durable existe et re´sulter de la phase transitoire de la trajectoire
du syste`me.
Il paraˆıt a priori intuitif qu’un progre`s technique a` un rythme suffisant permettrait d’e´viter une
issue catastrophique. Les re´sultats obtenus avec le mode`le ne confirme pas cette intuition. A cause
d’un effet ”rebond” qui stimule l’activite´ et donc la pollution, un progre`s technique trop e´leve´ peut
au contraire de´stabiliser le syste`me et le conduire vers l’effondrement.
Sur base des re´sultats pre´ce´dents, on peut re´sumer les impacts possibles de la croissance d’une
e´conomie sur son environnement au moyen d’une e´chelle d’impacts a` plusieurs e´chelons. Partant
de l’e´quilibre stationnaire du cycle naturel en l’absence d’e´conomie, le de´veloppement de celle-ci
peut conduire le syste`me a` un nouvel e´quilibre de long terme qualitativement :
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(1) similaire a` celui d’origine, la CERN (i) n’e´tant jamais de´grade´e ou (ii) subissant une de´grada-
tion transitoire suivie d’une restauration comple`te.
(2) de´grade´ sur le plan environnemental par rapport a` celui d’origine, la de´gradation e´tant suivie (i)
d’une restauration partielle ou (ii) d’aucune restauration. Si le rapport s/(aµ) est suffisamment
e´leve´, la croissance e´conomique est susceptible de conduire a` un effondrement transitoire de la
production, transitoire au sens ou` cet effondrement s’arreˆte avant le seuil a` partir duquel la CERN
se de´grade irre´versiblement.
(3) la ”mort” du syste`me cycle naturel - e´conomie, c-a`-d a` son effondrement total et de´finitif.
Le rapport s/(aµ) et δF sont suffisamment e´leve´s pour conduire la CERN en dessous d’un seuil
catastrophique, a` partir duquel elle se de´grade irre´me´diablement.
Cette e´chelle d’impacts pre´sente l’inte´reˆt de montrer que (i) l’effondrement n’est pas irre´me´diable
(d’autres trajectoires existent) et (ii) il existe une gamme d’e´tats interme´diaires entre une e´conomie
inse´re´e dans un cycle naturel proche de son e´tat originel et l’effondrement total et de´finitif.
Les re´sultats obtenus appellent plusieurs remarques. En premier lieu, certains facteurs a`
l’origine de l’effondrement sont e´galement pre´sents dans la litte´rature, notamment l’absence de
gouvernance, la pre´sence de seuils et d’irre´versibilite´. Cependant, ils agissent dans un cadre ou`
la croissance re´sulte avant tout des de´sirs de consommation et d’enrichissement des consomma-
teurs d’une part, et de la recherche de profits par les entreprises d’autre part, par opposition a`
Taylor (2009) et d’autres contributions fonde´es sur une approche malthusienne ou` le moteur de
la croissance est la population. Cette diffe´rence de postulat n’est pas sans conse´quence sur les
recommandations susceptibles d’eˆtre tire´es de ce genre de mode`les afin d’e´viter un e´ventuel ef-
fondrement. Une approche malthusienne invite implicitement a` maˆıtriser la population, alors que
l’approche suivie ici sugge`re plutoˆt de limiter la croissance e´conomique (a` travers la maˆıtrise des
de´sirs de consommation et d’accumulation des agents qui limiterait la production par teˆte29).
La deuxie`me remarque concerne le rapport s/(aµ), directement proportionnel a` la propension a`
e´pargner qui, dans le cadre pre´sent, est elle-meˆme directement proportionnelle a` la pre´fe´rence pour
le futur (cfr. Annexe 5.1.3). Les simulations aboutissent alors a` une conclusion a priori paradoxale :
ceteris paribus, plus les agents se soucient du futur, plus leurs choix sont susceptibles de nuire a`
l’environnement, une issue catastrophique devenant meˆme ine´luctable s’ils n’escomptent pas assez
le futur30. Or, l’intuition sugge`re l’inverse : c’est parce que les agents ne se pre´occupent pas assez
du futur que leurs comportements menacent les e´quilibres environnementaux a` long terme. Ce
paradoxe s’explique par le fait que dans le cadre du pre´sent mode`le, les agents ne se soucient pas
de l’avenir du cycle naturel mais seulement de la meilleure fac¸on d’e´taler leur consommation dans
le temps. Leur souci du futur est donc tre`s particulier. Or, plus ils se pre´occupent de leur propre
futur, plus ils e´pargnent, ce qui stimule d’autant la croissance e´conomique, avec les effets pervers
observe´s.
Le mode`le utilise´ ici pre´sente plusieurs limitations, que ce soit sur le plan e´conomique ou
e´cologique. En particulier, on ignore la possibilite´ pour les firmes de recycler tout ou partie des
de´chets produits par l’activite´ humaine (ce qui se pratique de plus en plus), on ignore les effets
directs de la pollution sur le bien-eˆtre, il n’y a aucune re´gulation publique et la ressource ”noble” est
en acce`s libre. La question se pose de savoir si lever l’une ou l’autre de ces hypothe`ses permettrait
d’e´viter un effondrement ou bien ne ferait que le postposer. Une autre piste de de´veloppement
serait d’introduire explicitement la population, ce qui permettrait une meilleure comparaison avec
les mode`les ou` le moteur de la croissance est de´mographique.
29C’est ce que proposent Meadows et al. (2004, chapitre 7) pour e´viter l’effondrement et conduire l’e´conomie vers
un e´tat durable.
30Je suis redevable a` J.-F. Fagnart d’avoir attire´ mon attention sur ce point.
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5 Annexe
5.1 L’e´conomie
5.1.1 Le comportement des consommateurs
On conside`re des consommateurs a` longue dure´e de vie qui rec¸oivent les revenus de la production,
consomment une partie de la production et accumulent un patrimoine financier Ωt. Ce patrimoine
obe´it a` l’e´quation suivante : Ωt+1 = Ωt [1 + ρt] + pit − ptCt (Ω1 donne´), ou` ρt de´signe le taux
d’inte´reˆt, Ct est la consommation, pt est le prix d’une unite´ de bien final et pit est l’ensemble
des revenus ge´ne´re´s par la production (hors charges d’inte´reˆt). A la manie`re de Ramsey, les
consommateurs affectent leurs revenus de fac¸on a` maximiser la fonction d’utilite´ intertemporelle∑T
t=1 β
t ln(Ct), ou` β est le facteur d’escompte (0 < β < 1), sous la contrainte de´terminant
l’e´volution du patrimoine financier. La condition d’optimalite´ du premier ordre conduit a` la relation
familie`re suivante :
1
Ct
= β [1 + ρt+1]
1
Ct+1
(32)
5.1.2 Le comportement des firmes
On postule l’existence de N firmes identiques fabriquant le meˆme bien a` tout faire et en concurrence
parfaite.
La quantite´ de bien yt produite par la firme repre´sentative a` la date t incorpore la quantite´ de
matie`re
xt = µtyt (33)
Pour extraire cette quantite´ de la ressource ”noble” (RN), elle a besoin du stock de capital kt de´fini
par :
kt =
x
1/γ
t
A(Kt, Et)
, γ < 1 (34)
γ < 1 traduit le fait que les rendements sont de´croissants au niveau de la firme. La fonction
A de´pend de deux effets externes lie´s d’une part au stock de capital total Kt (c-a`-d installe´ par
l’ensemble des entreprises), et d’autre part au taux d’extraction de la RN Et = Xt/Rt (ou` Xt est la
quantite´ de matie`re extraite par l’ensemble des firmes). Le premier effet, qui est positif (A′K > 0),
traduit l’influence positive du capital macroe´conomique sur la productivite´ des entreprises. Le
second effet, qui est ne´gatif (A′E < 0), implique que le capital ne´cessaire pour exploiter une unite´
de ressource augmente avec le taux d’exploitation de celle-ci.
On suppose que l’installation du capital prend une pe´riode et que le taux de de´pre´ciation est
unitaire, c-a`-d qu’une fois installe´, le capital d’une firme ne dure qu’une pe´riode. L’investissement
de´cide´ en t− 1 est donc productif en t et de´classe´ en de´but de t+ 1 31.
A chaque pe´riode, la firme repre´sentative de´termine sa production, son stock de capital et la
quantite´ de RN dont elle a besoin. En t − 1, la firme prend ses de´cisions de fac¸on a` re´soudre le
proble`me suivant :
max
{yt,kt,xt}
pit = ptyt − pt−1 [1 + ρt] kt (35)
sous les contraintes (33) et (34). Comme l’installation du capital prend une pe´riode, pt−1 [1 + ρt]
de´signe le prix actualise´ a` la pe´riode t d’une unite´ de capital. Les firmes e´tant en concurrence
31On peut fonder l’hypothe`se d’un taux de de´pre´cition unitaire en conside´rant que chaque pe´riode dure plusieurs
anne´es et correspond en fait a` la dure´e de vie du capital. Plus pre´cise´ment, on conside`re deux e´chelles de temps,
l’une annuelle indice´e par τ et l’autre en pe´riodes de T anne´es, indice´e par t. T est aussi la dure´e de vie (suppose´e
constante) de l’investissement de l’anne´e τ (iτ ). Alors, si on mesure le stock de capital toutes les T anne´es, le stock
en de´but de pe´riode t s’e´crit : kt =
∑tT−1
tT−T
iτ , celui de la pe´riode t + 1 s’e´crit kt+1 =
∑(t+1)T−1
(t+1)T−T
iτ , etc. La
se´quence {kt}t≥1 forme une trajectoire du capital, mesure´e en pe´riodes de T anne´es, ou` le taux de de´pre´ciation par
pe´riode est unitaire (aucun des investissements composant kt ne se retrouve dans kt+1).
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parfaite, les prix sont exoge`nes au niveau de la firme. Apre`s substitution des contraintes, on peut
re´e´crire l’objectif en fonction de yt seul, ce qui conduit a` la condition du premier ordre suivante :
pt =
1
γ
pt−1 [1 + ρt]
[µtyt]
1
γ
−1
A(Kt, Et)
=
1
γ
pt−1 [1 + ρt]
kt
yt
Le revenu marginal (pt) est e´gal au couˆt marginal. En effet, les biens d’investissement e´tant achete´s
en t − 1 au prix unitaire pt−1 et finance´s par emprunt, cela implique en t un remboursement
pt−1 [1 + rt] par unite´ de capital. D’autre part,
1
γ
kt
yt
de´signe le capital exige´ par l’unite´ de bien
marginale. Le produit de ces deux termes donnent donc bien le couˆt marginal.
Le bien a` tout faire fabrique´ par les firmes sert en particulier a` l’investissement, et donc pt = pt.
Si on normalise le prix a` 1, la condition pre´ce´dente se re´e´crit :
kt
yt
=
γ
1 + ρt
(36)
5.1.3 L’e´quilibre macroe´conomique
La production, la quantite´ de matie`re et le capital agre´ge´s sont respectivement e´gaux a` Yt = Nyt,
Xt = Nxt = Nµtyt = µtYt et Kt = Nkt. Vu (33), (34) peut se re´e´crire apre`s agre´gation :
A(Kt, Et)Kt = N
[
µt
Yt
N
] 1
γ ⇒
N
1
γ
−1A(Kt, Et)Kt = [µtYt]
1
γ = X
1
γ
t
Dans le cas particulier ou`A(Kt, Et) = a
1
γ
K
1
γ
−1
t [1−Et]
1
γ
N
1
γ
−1
(ou` a est une constante positive), l’expression
pre´ce´dente conduit a` a
1
γK
1
γ
t [1− Et]
1
γ = X
1
γ
t , et donc a`
Kt = a
Xt
1− Et
(37)
Au niveau macroe´conomique, la relation (36) devient :
Kt
Yt
=
γ
1 + ρt
(38)
Par ailleurs, la production agre´ge´e se re´partit entre consommation et investissement. Vu le de´lai
d’une pe´riode entre la de´cision d’investissement et l’installation du capital, la condition d’e´quilibre
sur le marche´ des biens s’e´nonce :
Yt = Ct +Kt+1 (39)
Les relations (32), (38) et (39) conduisent a` une proprie´te´ inte´ressante, dans la mesure ou` elle
reproduit une hypothe`se du mode`le de Meadows et al. (2004). En effet, (32), (38) ⇒ CtCt−1 =
β [1 + ρt] = βγ
Yt
Kt
⇒ KtCt−1 = βγ
Yt
Ct
, ce qui en vertu de (39)⇒ Yt−1−Ct−1Ct−1 = βγ
Yt
Ct
. Posant s = βγ et
zt =
Yt
Ct
, on obtient l’e´quation aux diffe´rences du 1er ordre zt−1−1 = szt, dont la solution ge´ne´rale
s’e´crit :
zt =
1− sT+1−t
1− s
Si l’horizon de temps des agents est infini (T → ∞), alors zt est constant et e´gal a` 1/ [1− s].
Dans ce cas, Ct = [1− s]Yt et la propension a` e´pargner est constante et e´gale a` s = βγ. Il
importe de souligner que cette constance du taux d’e´pargne n’est pas une hypothe`se; elle re´sulte
des caracte´ristiques du mode`le (en particulier du fait que l’utilite´ de la consommation est suppose´e
logarithmique) et ne vaut qu’en horizon infini. On observe que s est d’autant plus e´leve´ que (i) le
coefficent de pre´fe´rence pour le pre´sent β est e´leve´ et que (ii) l’e´lasticite´ du capital a` la production
au niveau microe´conomique
(
yt
kt
∂kt
∂yt
= 1γ
)
est faible.
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5.2 Inte´gration de l’e´quation (11)
(11) peut se re´e´crire 1Yt−1 =
s
aµ
[
1
Yt
− µRM
]
, ou encore en posant vt = 1/Yt,
vt =
aµ
s
vt−1 +
µ
RM
(40)
La solution de l’e´quation homoge`ne associe´e est c
[
aµ
s
]t
, ou` c est une constante d’inte´gration a`
de´terminer. Une solution particulie`re de (40) est µRM
1
1− aµ
s
, et donc la solution ge´ne´rale de (40)
s’e´crit vt = c
[
aµ
s
]t
+ µRM
1
1− aµ
s
. Si Yt = Y0 en t = 0, alors c =
1
Y0
− µRM
1
1− aµ
s
. En conse´quence, on
trouve bien la solution (12).
5.3 Etude du Cas C
Pour caracte´riser les e´tats stationnaires, il importe de distinguer les diffe´rents re´gimes correspon-
dant a` l’e´quation (21).
1. Re´gime I (µY ≤ xm) : alors r(µY ) = 1 et (20) implique que la valeur d’e´quilibre de la
CERN est FM . En vertu de (20), (22) et (23), le syste`me admet les meˆmes e´quilibres que dans le
Cas B : (i) l’e´quilibre du cycle naturel sans e´conomie (caracte´rise´ par une production nulle) et (ii)
l’e´quilibre de´fini par :
FCI = FM (41)
RCI =
FM
ξ + δR
(42)
YCI =
FM
µ
ξ
ξ + δR
(43)
L’activite´ humaine se traduit a` l’e´quilibre par moins de ressource ”noble” par rapport a` la situation
sans e´conomie. En revanche, la capacite´ de l’environnement a` assurer le cycle naturel n’est pas
affecte´e.
Pour exister, encore faut-il que l’e´quilibre ve´rifie les conditions caracte´risant le Re´gime I. Etant
donne´ (43), µYCI ≤ xm implique :
FM
xm
<
δR + ξ
ξ
(44)
La Figure 8 l’illustre graphiquement dans le plan (X,F ). Il se trouve a` l’intersection de la droite
F = [δR/ξ + 1]X (ou` X = µY et ξ = 1−
aµ
s ) et de l’horizontale F = FM .
2. Re´gime II (xm ≤ µY ≤ xM ) : alors r(µY ) =
xM−µY
xM−xm
et en vertu de (20), (22) et (23),
l’e´quilibre stationnaire du Re´gime II est de´fini par :
FCII =
xMFM
ξFM
δR+ξ
+∆x
(45)
RCII =
xMFM
ξFM + [δR + ξ] ∆x
(46)
YCII =
1
µ
xMFM
FM +
δR+ξ
ξ ∆x
(47)
ou` ∆x =def xM−xm. Le Re´gime II admet un e´quilibre unique. La Figure 8 l’illustre graphiquement
dans le plan (X,F ). Il se trouve a` l’intersection des droites F = [δR/ξ + 1]x et F = r(X)FM .
Pour exister, encore faut-il qu’il ve´rifie les conditions caracte´risant le Re´gime II (xm ≤ µY ≤
xM ). La premie`re ine´galite´ conduit a` inverser la condition (44), la deuxie`me ine´galite´ conduit
a` xMFM
FM+
δR+ξ
ξ
∆x
< xM , ce qui sera toujours satisfait puisque tous les parame`tres pre´sents sont
positifs32.
32En conse´quence, si le syste`me cycle naturel - e´conomie admet un e´quilibre dans le re´gime I, il n’en admet pas
dans le re´gime II et vice versa.
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3. Re´gime III (xM ≤ µY ) : alors r(µY ) = 0 et en vertu de (20), (22) et (23), le syste`me tend
vers l’e´quilibre
FCIII = RCIII = YCIII = 0 (48)
Cet e´quilibre correspond a` la ”mort” du syste`me cycle naturel - e´conomie, au sens ou` la CERN et
la RN sont de´truites.
5.4 Etude du Cas D
Pour caracte´riser les e´quilibres, il importe de distinguer les diffe´rents re´gimes de´finis implicitement
par les e´quations (21), (25) et (26). Vu que les Cas C et D ne se distinguent que par (26), l’e´tude
du Cas D consiste a` adapter la de´marche de l’annexe pre´ce´dente en fonction de cette dernie`re
e´quation, ce qui donne :
1. Re´gime I (µY ≤ xm et F ≥ Fm) : alors r(µY ) = 1 et le seul e´quilibre stable est de´fini par
(41), (42) et (43). La condition d’existence de cet e´quilibre demeure toujours (44). En effet, la
deuxie`me condition F ≥ Fm est ne´cessairement satisfaite car F = FM et FM > Fm par hypothe`se.
2. Re´gime II (xm ≤ µY ≤ xM et F ≥ Fm) : alors r(µY ) =
xM−µY
xM−xm
et le seul e´quilibre est de´fini
par (45), (46) et (47). Les conditions d’existence de cet e´quilibre sont satisfaites si (44) est inverse´e
(ce qui garantit xm ≤ µY ) et si
33 :
Fm ≤
xMFM
ξFM
δR+ξ
+ xM − xm
(49)
(ce qui garantit F ≥ Fm). Graphiquement, il faut que l’intersection des droites F = [δR/ξ + 1]X
et F = r(X)FM se situe au dessus de F = Fm (cfr. Figure 8).
3. Re´gime III (F < Fm) : En vertu de (26), l’e´quilibre est caracte´rise´ par F = 0. De (22) et
(23), il de´coule que l’e´quilibre stationnaire du Re´gime III est de´fini par (48).
L’e´quilibre (48) coexiste avec l’e´quilibre appartenant au Re´gime I ou au Re´gime II, si ce dernier
e´quilibre existe. Mais (48) peut aussi eˆtre le seul e´quilibre possible. Ce sera le cas si l’intersection
33La 3e`me condition µY ≤ xM ⇒
xMFM
FM+
δR+ξ
ξ
∆x
≤ xM est toujours satisfaite puisque tous les parame`tres pre´sents
sont positifs.
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des droites F = [δR/ξ + 1]X et F = r(X)FM se situe en dessous de F = Fm (cfr. Figure 8),
autrement dit si la condition (49) est inverse´e.
5.5 Etude du Cas E
A l’e´quilibre stationnaire, (22), (23), (28) et (30) impliquent :
µY = ξR (50)
F = δRR+ µY (51)
F = rD(D)FM (52)
D +R+ µsY = M (53)
(50) et (51) ⇒ F = [δR + ξ]R. En outre, (50) et (53) ⇒ D + [1 + sξ]R = M ⇒ R =
M−D
1+sξ . En
conse´quence :
F =
δR + ξ
1 + sξ
[M −D] (54)
Graphiquement, les e´quilibres peuvent eˆtre repre´sente´s dans l’espace (0 ≤ D ≤ M, 0 ≤ F )
comme les intersections des courbes (52) et (54) (cfr. Figure 9).
1. Re´gime I (D ≤ Dm) : alors r(D) = 1 et F = FM . Le seul e´quilibre stable est de´fini par (41),
(42), (43) et
DEI =M −
1 + sξ
δR + ξ
FM (55)
Cet e´quilibre est repre´sente´ par le point A de la Figure 9. Il existe si et seulement si
DEI ≤ Dm (56)
autrement dit si les courbes (52) et (54) s’intersectent a` gauche de Dm. En inversant (54), on
obtient bien (31).
2. Re´gime II (Dm < D < DM ) : alors rD(D) =
DM−D
DM−Dm
. En conse´quence, l’e´quilibre est
de´termine´ par le syste`me forme´ par (54) et F = DM−DDM−DmFM . Cet e´quilibre est repre´sente´ par le
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point B de la Figure 9. Il existe si l’ine´galite´ (56) est renverse´e, autrement dit si les courbes (52)
et (54) s’intersectent a` droite de Dm.
3. Re´gime III (D ≥ DM ) : alors rD(D) = 0 et le seul e´quilibre est de´fini par (48) et
DEIII =M (57)
Il est repre´sente´ par le point C de la Figure 9. Il existe que (56) soit satisfaite ou non.
De ce qui pre´ce`de, il ressort que les e´quilibres des Re´gimes I et II s’excluent mutuellement et
que celui du Re´gime III coexiste avec l’un de ces derniers.
Les simulations montrent que le point B correspond a` un e´quilibre instable. En conse´quence,
le syste`me converge
- soit vers le point A, soit vers le point C si les e´quilibres des Re´gimes I et III coexistent;
- ne´cessairement vers le point C si les e´quilibres des Re´gimes II et III coexistent.
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